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INVARIANTS DE CLASSES : LE CAS SEMI-STABLE
JEAN GILLIBERT
Résumé. Nous onstruisons ii un analogue, pour un shéma en groupes semi-stable dont
la bre générique est une variété abélienne, du lass-invariant homomorphism (introduit
par M. J. Taylor dans le adre des shémas abéliens), et nous en donnons une desription
géométrique. Puis nous généralisons un résultat de Taylor, Srivastav, Agboola et Pappas
onernant le noyau de et homomorphisme dans le as d'une ourbe elliptique.
Abstrat. We dene here an analogue, for a semi-stable group sheme whose generi
ber is an abelian variety, of M. J. Taylor's lass-invariant homomorphism (dened for
abelian shemes), and we give a geometri desription of it. Then we extend a result of
Taylor, Srivastav, Agboola and Pappas onerning the kernel of this homomorphism in
the ase of an ellipti urve.
1. Introdution
Soit S un shéma, et soit G→ S un S-shéma en groupes ommutatif, ni et plat. Soit
GD le dual de Cartier de G. Nous disposons d'un homomorphisme
π : H1(S,GD) −−−→ Pic(G)
expliité en premier par Waterhouse (voir [W℄, Theorem 5). Supposons que S = Spec(R)
soit ane. Alors on peut érire G = Spec(H), où H est une R-algèbre de Hopf, et
GD = Spec(H∗), où H∗ est l'algèbre duale de H . Si X = Spec(C) est un GD-torseur,
alors C est un H∗-omodule, don un H-module. L'image de X par π est alors donnée
par la lasse de C ⊗H (H∗)−1 dans le groupe Pic(H) = Pic(G).
Nous nous intéressons ii à un moyen de onstrution de GD-torseurs dont l'image par
π est triviale, 'est-à-dire de torseurs dont la struture galoisienne est triviale.
Plus préisément, supposons que S soit un shéma noethérien, exellent, intègre, nor-
mal, de point générique η. Soient A et A′ deux S-shémas en groupes semi-stables, dont
l'un des deux est à bres onnexes, et tels que Aη et A
′
η soient deux variétés abéliennes
duales l'une de l'autre. Supposons que G soit un sous-groupe de A. On onstruit alors des
GD-torseurs grâe à la théorie de Kummer, puis on en déduit un homomorphisme
ψ : A′(S) −−−→ H1(S,GD) −−−→ Pic(G) .
Le résultat prinipal de et artile est le suivant :
Théorème 1.1. Supposons que Aη soit une ourbe elliptique, et que l'ordre de G soit
premier à 6. Alors A′(S)Tors est ontenu dans kerψ.
Dans le as partiulier où A est un S-shéma abélien de dimension 1 (i.e. une S-ourbe
elliptique), et où G = A[m] (sous-groupe des points de m-torsion de A), e résultat était
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déja onnu. D'abord montré par Srivastav et Taylor dans [S-T℄ pour une ourbe elliptique
à multipliation omplexe sur un orps de nombres (en prenant m égal à une puissane
d'un nombre premier ℓ > 3), puis même sans l'hypothèse de multipliation omplexe par
Agboola dans [A2℄, il a été nalement prouvé par Pappas dans [P1℄ (pour un shéma
abélien de dimension 1 sur une base quelonque).
Dans le as où S est le spetre de l'anneau des entiers d'un orps de nombres K, le
théorème 1.1 admet une interprétation arithmétique. Plus préisément, il implique que les
anneaux d'entiers de ertaines extensions de K, engendrées par des valeurs de fontions
elliptiques, sont libres en tant que modules sur l'algèbre de Hopf de G. Le leteur trouvera
dans [CN-T℄ de plus amples détails sur ette question, qui onstitue la motivation initiale
pour l'étude de e problème.
Dans le as où A est une S-ourbe elliptique et où l'ordre de G est une puissane de 2,
Cassou-Noguès et Jehanne ont donné dans [CN-J℄ des exemples de non-annulation de ψ
sur les points de torsion. De plus, pour tout nombre premier ℓ, Pappas a onstruit dans
[P1℄ une ourbe ane lisse S sur un orps ni et un S-shéma abélien A de dimension 2,
tels que, si l'on pose G = A[ℓ], alors l'homomorphisme ψ orrespondant ne s'annule pas
sur au moins un point de ℓ-torsion.
Cependant la question reste ouverte pour un shéma abélien de dimension ≥ 2 sur le
spetre de l'anneau des entiers d'un orps de nombres. Nous nous ontentons de signaler
que ψ s'annule toujours sur les points de torsion d'ordre premier à elui de G, quelle que
soit la dimension de Aη (voir la proposition 3.4).
Le premier objetif de notre travail est la onstrution de ψ. Pour ela, nous avons dû
adopter une approhe diérente de elle des auteurs préédents. Nous sommes amenés
à utiliser (dans la setion 2) une théorie de la dualité pour les shémas semi-stables qui
s'énone de la façon suivante : supposons à nouveau que G ⊆ A soit un sous-groupe ni
et plat de A (pour des exemples, voir le paragraphe 3.4), et onsidérons la suite exate
0 −−−→ G −−−→ A
φ
−−−→ A/G −−−→ 0
de faiseaux pour la topologie fppf sur S. En travaillant dans le petit site fppf des S-
shémas plats (f. paragraphe 2.1), nous vérions l'exatitude de la suite
0 −−−→ GD −−−→ Ext1S(A/G,Gm)
φ∗
−−−→ Ext1S(A,Gm) −−−→ 0 .
Quand on restreint tous es faiseaux à l'ouvert de bonne rédution de A, on retrouve un
ouple d'isogénies duales entre shémas abéliens.
Par appliation du fonteur des setions globales, on déduit de la suite préédente un
morphisme obord δ : Ext1(A,Gm) → H1(S,GD). On dénit alors ψ omme le omposé
des morphismes
A′(S)
γ
−−−→ Ext1(A,Gm)
δ
−−−→ H1(S,GD)
π
−−−→ Pic(G) ,
la èhe γ étant donnée par une biextension (voir le paragraphe 2.3). Si A est un shéma
abélien, et si G = A[m], alors A′ est le shéma abélien dual de A, et ψ est le lass-invariant
homomorphism de [P1℄ (généralisant lui-même elui de Taylor [T℄). Cette approhe nous
permet également, à travers quelques dévissages, de donner une preuve diérente de la 
desription géométrique  de ψ, généralisant elle de [P1℄ (e résultat apparaît en premier
dans [A1℄ dans le as d'un shéma abélien sur le spetre de l'anneau des entiers d'un orps
de nombres). Les préédents auteurs s'appuyaient sur des desriptions expliites de brés
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en droites sur les variétés abéliennes, tandis que notre onstrution permet de se ramener
à l'étude de δ. Cei fait l'objet de la setion 3.
Enn, le but de la setion 4 est de présenter une preuve du théorème 1.1, que nous
obtenons par des arguments analogues à eux de Pappas [P1℄. Nous donnons ensuite deux
appliations de e résultat.
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iements
Je tiens à remerier ii Laurent Moret-Bailly pour sa releture du manusrit et ses
onseils. Je remerie également le Referee, dont les nombreuses suggestions m'ont permis
d'améliorer et de larier l'exposition. Enn je remerie vivement John Boxall pour son
enadrement, ainsi que Philippe Cassou-Noguès et Martin Taylor qui m'ont soutenu au
ours de e travail.
2. Extension de l'isogénie duale
Rappelons les notations qui seront en vigueur tout au long de et artile : S est un
shéma noethérien, exellent, intègre, normal, de point générique η = Spec(K). Nous
noterons Gm le groupe multipliatif sur S.
Dénition 2.1. On dit qu'un S-shéma en groupes est semi-stable s'il est ommutatif,
lisse, séparé, et si les omposantes neutres de ses bres sont extensions de variétés abéli-
ennes par des tores.
On dit qu'un S-shéma en groupes semi-stable A est néronien s'il vérie la propriété
universelle suivante : pour tout S-shéma lisse Y et tout morphisme αK : Yη → Aη, il
existe un unique morphisme α : Y → A prolongeant αK .
On xe une fois pour toutes un S-shéma en groupes semi-stable A dont la bre
générique Aη est une variété abélienne. On notera U ⊆ S l'ouvert de bonne rédution
de A, de sorte que AU est un U-shéma abélien.
2.1. Faiseaux sur le  petit site fppf . Soit j : U → S l'inlusion. On munit la
atégorie des shémas plats sur S (resp. sur U) d'une struture de site pour la topologie
fppf (on obtient e qu'on appelle un  petit site fppf , la atégorie sous-jaente étant la
atégorie des S-shémas plats). Le hoix de e petit site nous permettra de démontrer le
lemme 2.4.
Soit j∗ le fonteur  image inverse , qui à un faiseau sur S assoie sa restrition à
l'ouvert U . Comme j : U → S est un objet du petit site fppf sur S, j∗ est un  fonteur
de loalisation  (voir [SGA 4℄, exposé IV, paragraphes 5.1 à 5.4). En partiulier, l'image
par j∗ d'un faiseau représentable (disons par un S-shéma plat X) est représenté par le
U-shéma XU := X ×S U .
D'autre part, si F1 et F2 sont deux faiseaux abéliens sur S, la èhe anonique
j∗(HomS(F1, F2))→ HomU(j
∗F1, j
∗F2)
est un isomorphisme (voir [SGA 4℄, exposé IV, prop. 12.3, b), p. 502). De plus, j∗ est exat
et admet un adjoint à gauhe j! exat. Par suite, j
∗
envoie les injetifs sur des injetifs
(voir [SGA 4℄, exposé V, paragraphe 2.2). Nous dérivons alors des deux tés de la èhe
et obtenons un isomorphisme j∗(Ext1S(F1, F2)) ≃ Ext
1
U(j
∗F1, j
∗F2). En partiulier, soit X
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un S-shéma en groupes plat tel que XU soit un U-shéma abélien, alors nous obtenons
un isomorphisme
(1) j∗(Ext1S(X,Gm)) ≃ X
t
U
où X tU = Pic
0
XU/U
est le shéma abélien dual de XU (voir [FC℄, hap. I, 1). On se sert ii
du fait que Ext1U(XU ,Gm) est isomorphe à X
t
U (voir [SGA 7℄, exposé VII, 2.9.5 et 2.9.6).
Remarque 2.2. Soit H un S-shéma en groupes ommutatif ane, plat et loalement de
type ni (don loalement de présentation nie, S étant noethérien). Alors les H-torseurs
pour la topologie fpq sont représentables. Un argument de desente dèlement plate
(voir [EGA IV℄, prop. 2.7.1) montre que les H-torseurs fpq sont des torseurs fppf, d'où
l'égalité H1fpqc(S,H) = H
1
fppf(S,H). Un raisonnement analogue montre que, si H
′
est un
autre S-shéma en groupes ommutatif, alors Ext1fpqc(H
′, H) = Ext1fppf(H
′, H).
2.2. Isogénies duales. Soit Gη un sous-groupe algébrique ni de Aη, et soit Bη la variété
abélienne quotient Aη/Gη, nous obtenons une isogénie Aη → Bη dont le noyau est égal à
Gη. Alors le noyau de l'isogénie duale B
t
η → A
t
η s'identie au dual de Cartier G
D
η de Gη.
Ce résultat, lassique sur un orps, s'étend au as des shémas abéliens, pour lesquels
on dispose d'une notion de shéma dual (voir [FC℄, hap. I, 1).
On xe à présent un sous-S-shéma en groupes ni et plat G de A. Nous noterons B
le faiseau quotient A/G pour la topologie fppf sur S.
Remarque 2.3. Si S est de dimension ≤ 1, alors B est représentable par un S-shéma en
groupes, également semi-stable (voir [An℄, hap. IV, théorème 4.C).
Nous avons (par dénition) une suite exate
0 −−−→ G −−−→ A
φ
−−−→ B −−−→ 0
de faiseaux abéliens (sur le petit site fppf de S), prolongeant la suite exate
0 −−−→ GU −−−→ AU
φU−−−→ j∗B −−−→ 0
dans laquelle AU est un U-shéma abélien. On en déduit que j
∗B est le quotient AU/GU ,
don est représentable par un U-shéma abélien, que nous noterons BU .
Nous obtenons alors, en appliquant le fonteur HomS(−,Gm) à la première suite, une
(longue) suite exate de ohomologie
HomS(A,Gm)→ HomS(G,Gm)→ Ext
1
S(B,Gm)→ Ext
1
S(A,Gm)→ Ext
1
S(G,Gm)
dont les termes sont des faiseaux abéliens sur S.
D'autre part, G étant ni et plat sur S, le faiseau HomS(G,Gm) est représentable par
GD (le dual de Cartier de G). Pour les mêmes raisons, le faiseau Ext1S(G,Gm) est nul
(voir [SGA 7℄, exposé VIII, 3.3.1). Enn nous avons le lemme qui suit :
Lemme 2.4. Soit X un S-shéma en groupes plat, dont la bre générique XK est une
variété abélienne. Alors HomS(X,Gm) est nul.
Démonstration. Nous devons montrer, pour tout shéma S ′ → S plat, la trivialité du
groupe HomS′−gr(XS′,Gm,S′). Pour ela, il sut de se limiter au as où S et S' sont
anes. Soient don S = Spec(R) et S ′ = Spec(R′) où R′ est une R-algèbre plate. Cette
hypothèse de platitude permet d'armer queOXS′ (XS′) = OX(X)⊗RR
′
. On en déduit que
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OXS′ (XS′) est R
′
-plat, sahant que OX(X) est R-plat. D'autre part, soit K
′ = R′ ⊗R K,
alors K ′ est une K-algèbre, et la èhe R′ → K ′ est injetive par R-platitude de R′.
Finalement, on trouve que la èhe
OXS′ (XS′)→ OXS′ (XS′)⊗R′ K
′ = OXK′ (XK ′)
est un morphisme injetif d'anneaux. Sa restrition OXS′ (XS′)
× → OXK′ (XK ′)
×
est don
injetive. En d'autres termes, l'appliation
HomS′(XS′,Gm,S′)→ HomK ′(XK ′,Gm,K ′)
obtenue par hangement de base Spec(K ′) → S ′, est injetive. On en déduit que l'ap-
pliation HomS′−gr(XS′,Gm,S′) → HomK ′−gr(XK ′,Gm,K ′) est également injetive, en ne
onsidérant que les morphismes de groupes.
Montrons à présent la trivialité de HomK ′−gr(XK ′,Gm,K ′). Soit f : XK ′ → Gm,K ′
un morphisme de K ′-shémas en groupes, f est entièrement déterminé par la donnée
du morphisme de K ′-algèbres de Hopf f ♯ : K ′[x, x−1] → OXK′ (XK ′). D'autre part,
OXK′ (XK ′) ≃ OXK (XK)⊗KK
′
et OXK (XK) ≃ K (ar XK est propre et géométriquement
intègre), don OXK′ (XK ′) ≃ K
′
en tant que K ′-algèbres de Hopf. La ounité étant l'u-
nique morphisme de K ′-algèbres de Hopf K ′[x, x−1]→ K ′, ei prouve que f ♯ se fatorise
par la ounité. Au nal, f est le morphisme trivial. 
En appliquant le lemme 2.4 au shéma A, nous obtenons une suite exate
(2) 0 −−−→ GD −−−→ Ext1S(B,Gm)
φ∗
−−−→ Ext1S(A,Gm) −−−→ 0 .
D'après e qui préède (voir (1)), son image par le fonteur j∗ est la suite
0 −−−→ GDU −−−→ B
t
U
φtU−−−→ AtU −−−→ 0 .
Cette dernière admet don un  prolongement  sur S en termes de faiseaux.
2.3. Liens ave la théorie des biextensions. Soit Atη la variété abélienne duale de
Aη, et soit A
′
un S-shéma en groupes semi-stable prolongeant Atη. On sait qu'il existe un
unique tel prolongement à bres onnexes (voir [MB℄, hap. IV, th. 7.1 (i)).
L'ouvert de bonne rédution de A′ est le même que elui de A, don (A′)U oïnide
ave le shéma abélien dual AtU de AU .
Nous voudrions établir une dualité entre A et A′ prolongeant elle qui existe déjà
sur les bres génériques. On sait que la dualité entre Aη et A
t
η déoule de l'existene
d'un bré en droites Pη sur Aη ×K Atη, que l'on appelle bré de Poinaré. Cependant
nous allons envisager ii la dualité dans un adre plus général à l'aide de la notion de
biextension, imaginée par Mumford dans [Mu℄. Nous introduisons brièvement ii et outil.
Pour les détails nous renvoyons le leteur à l'exposé de Grothendiek ([SGA 7℄, exposé
VII). Mentionnons également Milne ([Mi86℄, Appendix C).
Dénition 2.5. Soient P et Q deux S-shémas en groupes ommutatifs. On peut onsid-
érer sur P ×S Q, en plus de sa struture naturelle de S-shéma en groupes, sa struture
de P -shéma en groupes et elle de Q-shéma en groupes. Ces deux shémas en groupes
seront notés respetivement QP et PQ. Une biextension de (P,Q) par Gm est un Gm-
torseur Y sur P ×S Q, muni de lois de omposition partielles, qui fassent du P -shéma
YP une extension de QP par Gm,P , et du Q-shéma YQ une extension de PQ par Gm,Q.
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En outre, nous demandons que es deux strutures d'extensions soient ompatibles en un
ertain sens (voir [SGA 7℄, exposé VII, 2 ou [Mi86℄, Appendix C).
On note BIEXT(P,Q;Gm) la atégorie des biextensions de (P,Q) par Gm. Soit Y une
telle biextension, alors Y dénit un morphisme de groupes
Q(S) −→ Ext1(P,Gm)
que nous expliitons : soit f : S → Q une setion de Q, alors (idP × f)∗(Y ) est une
biextension de (P, e) par Gm (où e est le S-groupe trivial), 'est-à-dire une extension de
P par Gm.
D'autre part, on note Biext1(P,Q;Gm) le groupe onstitué par l'ensemble des lasses
d'isomorphie de biextensions de (P,Q) par Gm. On dispose d'un homomorphisme de
groupes
t : Biext1(P,Q;Gm)→ Pic(P ×S Q)
qui à toute biextension assoie son Gm-torseur sous-jaent. On onstate que t est une
transformation naturelle entre (bi)fonteurs.
Retournons à notre question de dualité. Grâe au théorème du arré, on peut munir le
bré de Poinaré Pη d'une unique struture de biextension, que l'on appelle la biextension
de Weil, et que l'on note Wη. Le problème se reformule alors de la façon suivante : peut-
on prolonger la biextension Wη ∈ BIEXT(Aη, Atη;Gm,K) en une biextension qui vive
dans BIEXT(A,A′;Gm) ? Toujours d'après Grothendiek, il existe une obstrution à e
prolongement (voir [SGA 7℄, exposé VIII, théorème 7.1, b)), qui s'inarne sous la forme
d'un aouplement (dit de monodromie) entre les groupes de omposantes de A et A′. Si
A ou A′ est à bres onnexes, ette obstrution disparaît :
Proposition 2.6. Supposons que A ou A′ soit à bres onnexes. Alors il existe une unique
biextension W de (A,A′) par Gm prolongeant la biextension de Weil Wη sur (Aη, A
t
η).
Démonstration. Considérons le fonteur de restrition à la bre générique
BIEXT(A,A′;Gm) −→ BIEXT(Aη, A
t
η;Gm,K) .
D'après ([MB℄, hap. II, th. 3.6), e fonteur est une équivalene de atégories. On en
déduit le résultat voulu. 
Nous supposons à partir d'ii, et dans toute la suite de e travail, que A ou A′ est à bres
onnexes. Nous noterons W la biextension dont l'existene est assurée par la proposition
2.6 ainsi que γ : A′(S)→ Ext1(A,Gm) le morphisme déni par W .
Remarque 2.7. Dans le as où A est un shéma abélien, alors A′ est le dual de A et γ est
un isomorphisme. Dans le as général, onsidérons le diagramme ommutatif suivant :
A′(S)
γ
−−−→ Ext1(A,Gm)
y

y
Atη(K) −−−→ Ext
1(Aη,Gm,K) .
D'après ([SGA 7℄, exposé VIII, théorème 7.1 et remarque 7.2), la èhe de droite est
injetive. Il est lair que la èhe de gauhe est injetive (ar A′ est séparé sur S) et que
elle du bas est bijetive. Ainsi γ est toujours injetive. Si de plus A est à bres onnexes
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et A′ est néronien (déf. 2.1), alors les èhes vertiales sont bijetives (elle de gauhe
d'après la propriété universelle de Néron, elle de droite d'après lo. it.), don γ est un
isomorphisme.
3. L'homomorphisme ψ et sa géométrie
Reprenons les notations et hypothèses du début de la setion 2. En appliquant à la suite
exate (2) le fonteur des setions sur S, nous obtenons une suite exate de ohomologie
· · · −−−→ Ext1S(A,Gm)(S)
δ
−−−→ H1(S,GD) −−−→ · · ·
Ce obord δ va jouer un rle essentiel dans la dénition de notre homomorphisme. Tout
d'abord, il onvient de mieux onnaître les objets en jeu, e qui va nous permettre de
donner une autre desription (dite  géométrique ) de π ◦ δ.
3.1. Desription du obord. Commençons par énoner un lemme de omparaison entre
Ext loaux et globaux.
Lemme 3.1. Soit X un S-shéma en groupes plat, dont la bre générique XK est une
variété abélienne. Alors le faiseau Ext1S(X,Gm) est anoniquement isomorphe au faiseau
T 7→ Ext1(XT ,Gm,T ).
Démonstration. Soient F et F ′ deux faiseaux abéliens sur S. Nous avons alors une suite
exate de groupes abéliens, déduite de la suite spetrale loale-globale pour les Ext (voir
[SGA 4℄, exposé V, proposition 6.3, 3))
H1(S,HomS(F, F
′))→ Ext1(F, F ′)→ Ext1S(F, F
′)(S)→ H2(S,HomS(F, F
′)) .
En partiulier, si HomS(F, F
′) est nul, alors Ext1S(F, F
′)(S) ≃ Ext1(F, F ′). Par suite, le
raisonnement étant enore valable après hangement de base plat T → S, on trouve que
Ext1S(F, F
′)(T ) ≃ Ext1(F |T , F ′|T ) fontoriellement en T . Enn le lemme 2.4 nous permet
d'appliquer e raisonnement à la situation présente. 
L'appliation δ peut être expliitée : soit Γ ∈ Ext1(A,Gm). Alors on peut assoier à Γ,
via l'isomorphisme Ext1(A,Gm) ≃ Ext
1
S(A,Gm)(S), un élément de H
1(S,GD), que nous
noterons δ(Γ) par abus de langage. Le lemme 3.1 permet de dérire δ(Γ) omme étant le
faiseau
[φ∗]−1(Γ) : T 7−→ {Θ ∈ Ext1(BT ,Gm,T ) | φ
∗Θ = ΓT} .
En résumé, on peut aratériser δ(Γ) omme étant le faiseau des extensions Θ de B par
Gm telles que φ
∗Θ = Γ, e qui justie l'ériture δ(Γ) = [φ∗]−1(Γ).
3.2. L'homomorphisme de Waterhouse. Nous rappelons ii une onstrution, due à
Waterhouse (voir [W℄, setion 2), qui permet d'assoier à toute extension Ω de G par Gm
un GD-torseur. Considérons la suite exate
0 −−−→ Gm −−−→ Ω −−−→ G −−−→ 0 .
Elle donne lieu, par appliation du fonteur HomS(G,−), à une suite exate
0 −−−→ GD −−−→ HomS(G,Ω) −−−→ HomS(G,G) −−−→ 0
(rappelons que Ext1S(G,Gm) = 0 d'après [SGA 7℄, exposé VIII, 3.3.1). Par appliation du
fonteur des setions, on obtient un morphisme δ : Hom(G,G) → H1(S,GD). On note
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alors ρ(Ω) le GD-torseur δ(id). Autrement dit, ρ(Ω) est le faiseau des setions s : G→ Ω,
au sens de la théorie des extensions. On dénit ainsi un morphisme ρ : Ext1(G,Gm) →
H1(S,GD), et Waterhouse a montré que ρ est un isomorphisme (voir [W℄, Theorem 2′).
Ainsi, en omposant les morphismes suivants (où l est le morphisme naturel)
H1(S,GD)
ρ−1
−−−→ Ext1(G,Gm)
l
−−−→ Pic(G)
on obtient l'homomorphisme π de Waterhouse, qui admet une interprétation galoisienne,
omme nous l'avons préisé dans l'introdution.
Lemme 3.2. Soit i : G→ A l'inlusion. Alors le diagramme suivant :
Pic(A) ←−−− Ext1(A,Gm)
δ
−−−→ H1(S,GD)


y i∗


y
∥
∥
∥
Pic(G)
l
←−−− Ext1(G,Gm)
ρ
−−−→ H1(S,GD)
est ommutatif.
Démonstration. La ommutativité du arré de gauhe est laire par fontorialité. Soit
Γ dans Ext1(A,Gm), on veut montrer que les torseurs δ(Γ) et ρ(i
∗Γ) sont isomorphes.
D'après e qui préède (lemme 3.1), on peut transposer le problème dans la atégorie des
groupes abéliens. Dans e adre, il est bien onnu qu'étant donnés un groupe Z˘, une suite
exate (de groupes abéliens)
0 −−−→ G˘
i
−−−→ A˘
φ
−−−→ B˘ −−−→ 0 ,
et une extension Γ de A˘ par Z˘, alors il y a bijetion entre les setions de i∗Γ et les
extensions Θ de B˘ par Z˘ telles que φ∗Θ = Γ. Le résultat déoule alors des desriptions de
δ et de ρ que nous avons données préédemment. 
3.3. Dénition de l'homomorphisme. Nous sommes maintenant en mesure de généraliser
la onstrution de Taylor. Reprenons les notations et hypothèses introduites dans le para-
graphe 2.3.
On déduit du lemme 3.2 le diagramme ommutatif suivant :
A′(S)
γ
−−−→ Ext1(A,Gm)
δ
−−−→ H1(S,GD)
l1


y


yπ
Pic(A) −−−→ Pic(G)
et on dénit ψ : A′(S) → Pic(G) omme étant le omposé de es morphismes. Dans le
as où A est un S-shéma abélien, alors A′ est le shéma abélien dual de A, la èhe γ
est un isomorphisme, et on retrouve le lass-invariant homomorphism, dont la première
onstrution est due à M. J. Taylor (voir [T℄).
Remarque 3.3. Notons D : A′(S) → Pic(A) la omposée l1 ◦ γ. Alors le diagramme
préédent montre que, pour tout p ∈ A′(S), ψ(p) est la restrition de D(p) à G. Cei
généralise la  desription géométrique  de ψ (obtenue par Agboola [A1℄ dans le as où
A est un shéma abélien).
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Nous pouvons donner une autre ériture de ψ : soit p ∈ A′(S), alors on a l'égalité
D(p) = l1((idA × p)
∗(W )) = (idA × p)
∗(t(W )) .
On en déduit que ψ(p) = (i× p)∗(t(W )), où i : G→ A est l'inlusion.
Proposition 3.4. Soit ord(G) l'ordre de G. Alors ord(G).ψ = 0. En partiulier, ψ s'an-
nule sur les points de torsion d'ordre premier à ord(G).
Démonstration. Le groupe G étant ni et plat, la multipliation par l'entier ord(G)
est l'appliation nulle dans G, don est également l'appliation nulle dans le groupe
Ext1(G,Gm). Or ψ se fatorise à travers e dernier, d'où le résultat. 
Remarque 3.5. Soit p ∈ A′(S) un point de m-torsion. On peut érire m = nN où N
est premier à ord(G), et l'ensemble des fateurs premiers de n est un sous-ensemble de
l'ensemble des fateurs premiers de ord(G). Alors Np est un point de n-torsion, et il
déoule de la proposition 3.4 que la nullité de ψ(Np) implique elle de ψ(p).
Quitte à hanger n en un multiple, dont les fateurs premiers sont eux de G, on peut
supposer que G est un sous-groupe de A[n]. Sahant que Np se fatorise à travers A′[n],
on peut alors érire (f. la remarque 3.3)
ψ(Np) = (i×Np)∗(t(W )|A[n]×SA′[n]) .
Ainsi, pour montrer que ψ(p) est nul, il sut de montrer que la restrition de t(W ) à
A[n]×S A′[n] est triviale.
3.4. Construtions d'exemples. Pour engendrer un exemple, on doit trouver un sous-
S-shéma en groupes ni et plat G de A. Une idée naturelle est de regarder e qui arrive
si les points de N-torsion de Aη sont rationnels sur K. Fixons une lture algébrique K
de K. Nous avons le résultat suivant (voir [MB℄, hap. IV, or. 8.2) :
Proposition 3.6. Soient N un entier naturel, F1 le orps K(Aη(K)[N ]), et v : S1 → S
le normalisé de S dans F1. Alors S1 est intègre normal, et v est ni surjetif de rang
divisant le ardinal de GL2g(Z/NZ), où g est la dimension de Aη. En outre, il existe un
S1-shéma en groupes semi-stable A
♯
1, ontenant A1 := A×S S1 omme sous-groupe ouvert
et ayant même bre générique que lui, tel que le noyau de la multipliation par N dans
A♯1 soit ni et plat sur S1. Le groupe A
♯
1(S1)[N ] est isomorphe à Aη(K)[N ].
Notre énoné dière légèrement de elui de [MB℄ ; les détails que nous avons rajoutés
déoulent naturellement de la démonstration de e dernier. Remarquons également que
l'hypothèse d'exellene de S est utilisée dans ladite démonstration. Pour notre part, 'est
le seul endroit où nous en ferons usage.
De façon analogue, tout point de torsion pris dans A(S) engendre un sous-groupe ni
et plat de A, omme l'arme la proposition suivante :
Proposition 3.7. Soit x ∈ A(S) un point d'ordre ni m. Alors x dénit un morphisme
(Z/mZ)S → A dont l'image est un sous-shéma en groupes ni et plat de A.
Démonstration. Soit f : (Z/mZ)S → A un morphisme. Alors l'image de f est un sous-
groupe quasi-ni et plat de A. De plus, d'après [EGA II℄, orollaire 5.4.3 (ii), l'image de
f est propre (ar A est séparé sur S, et (Z/mZ)S est propre sur S), don l'image de f est
nie d'après le Main Theorem de Zariski (quasi-ni et propre impliquent ni). 
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Pour les ourbes elliptiques, nous avons le ritère suivant (voir [Ma72℄, prop. 9.1) :
Proposition 3.8. Supposons que K soit un orps de nombres, et que S = Spec(OK) soit
le spetre de l'anneau des entiers de K. Soit E → S le modèle de Néron d'une ourbe
elliptique à rédution semi-stable dénie sur K, de disriminant minimal (∆), et soit N
un nombre premier. Alors le groupe E[N ] est ni et plat sur S si et seulement si, pour
toute plae p de K, vp(∆) est un multiple de N .
4. Cas des ourbes elliptiques
Dans ette setion, nous donnons plusieurs appliations de notre onstrution, dans
lesquelles les variétés abéliennes en jeu sont des ourbes elliptiques semi-stables.
4.1. Torseurs rigidiés. Soit f : X → S un S-shéma en groupes. Soit 0X la se-
tion unité de X , et soit L un Gm-torseur sur X . Une rigidiation de L est la donnée
d'une setion du Gm-torseur 0
∗
XL sur S. On note TORSRIG(X,Gm) la atégorie des
Gm-torseurs rigidiés sur X . C'est une atégorie de Piard stritement ommutative (au
sens de [SGA 4℄, exposé XVIII, 1.4.2), la loi étant le produit tensoriel. On note Picr(X)
le groupe des lasses d'isomorphie d'objets de TORSRIG(X,Gm).
Si N est un Gm-torseur sur X , on note
r(N ) := N ⊗ (f ∗0∗N )−1
le Gm-torseur rigidié assoié à N (muni de sa rigidiation naturelle).
Soient g : Y → S un autre S-shéma en groupes, 0Y la setion unité de Y , et L
un Gm-torseur sur X ×S Y . Une birigidiation de L est la donnée de deux setions :
une pour le torseur (0X × idY )∗L sur Y et une autre pour le torseur (idX × 0Y )∗L sur
X , qui soient ompatibles entre elles ('est-à-dire qui induisent la même setion pour le
torseur (0X×0Y )∗L sur S). On note TORSBIRIG(X, Y ;Gm) la atégorie des Gm-torseurs
birigidiés sur X × Y .
Si N est un Gm-torseur sur X ×S Y , on note
bir(N ) := N ⊗ (((0X ◦ f)× idY )
∗N )−1 ⊗ ((idX × (0Y ◦ g))
∗N )−1 ⊗ (f × g)∗(0X × 0Y )
∗N
le Gm-torseur birigidié assoié à N (muni de sa birigidiation naturelle).
4.2. Démonstration du théorème 1.1. D'après la remarque 3.5, pour montrer le
théorème 1.1, il sut de montrer le théorème suivant :
Théorème 4.1. Supposons que Aη soit une ourbe elliptique, et soit n un entier premier
à 6. Alors le Gm-torseur t(W )|A[n]×SA′[n] ∈ Pic(A[n]×S A
′[n]) est trivial.
Pour démontrer e résultat, nous allons utiliser une méthode analogue à elle de Pappas
dans [P1℄.
Lemme 4.2. Le Gm-torseur (t(W )|A[n]×SA′[n])
⊗n
est trivial.
Démonstration. Il sut de montrer que le groupe Biext1(A[n], A′[n];Gm) est tué par n.
D'après ([SGA 7℄, exposé VIII, 1.1.2), on a un isomorphisme anonique :
Biext1(A[n], A′[n];Gm) ≃ Ext
1(A[n],RHom(A′[n],Gm)) .
Par suite, la multipliation par n étant nulle dans A[n], elle est également nulle dans le
groupe Biext1(A[n], A′[n];Gm). Ce qu'on voulait. 
INVARIANTS DE CLASSES : LE CAS SEMI-STABLE 11
Lemme 4.3. Pour démontrer le théorème 4.1, on peut supposer que A′ est à bres on-
nexes, et que le groupe A(S)[6] est isomorphe à Aη(K)[6], où K désigne une lture
algébrique de K.
Démonstration. Quitte à remplaer W par sa biextension symétrique W s, on peut sup-
poser que A′ est à bres onnexes. Appliquons la proposition 3.6 au shéma A en prenant
N = 6. Alors v : S1 → S est de rang k divisant 2
532 et il existe un S1-shéma en groupes
semi-stable A♯1, ontenant A1 := A×S S1 omme sous-groupe ouvert et ayant même bre
générique que lui, tel que A♯1(S1)[6] soit isomorphe à Aη(K)[6]. Soit A
′
1 = A
′ ×S S1, alors
A′1 est à bres onnexes. On note W
♯
1 ∈ Biext
1(A♯1, A
′
1;Gm) l'unique biextension dont
l'existene est énonée dans la proposition 2.6. Alors la restrition de W ♯1 à (A1, A
′
1) est
égale à W1 := W ×S S1, par uniité du prolongement.
Pour simplier, on pose X := A[n]×S A′[n], don X ×S S1 = A1[n]×S1 A
′
1[n]. D'après
e qui préède, il sut de montrer que la trivialité du Gm-torseur
t(W ♯1)|X×SS1 = t(W1)|X×SS1 = (t(W )|X)S1
implique la trivialité du Gm-torseur t(W )|X .
Le shéma S étant normal, il existe un gros ouvert V de S tel que S1 → S soit plat
au-dessus de V . Nous adoptons ii la terminologie de ([MB℄, hap. II, déf. 3.1) : un gros
ouvert V de S est un ouvert tel que, pour tout x ∈ S\V , l'anneau loal OS,x soit de
profondeur ≥ 2. Soit V1 := S1 ×S V , alors V1 → V est ni loalement libre de rang k.
Comme X est un S-shéma plat, XV est un gros ouvert de X . Par suite, la èhe
Pic(X) → Pic(XV ) est injetive, d'après [EGA IV℄, 21.13.3 et 21.13.4. Nous avons alors
un diagramme ommutatif
Pic(X)[n] −−−→ Pic(X ×S S1)

y


y
Pic(XV )[n] −−−→ Pic(XV ×V V1)
où la èhe de gauhe est injetive. En se servant de la norme assoiée au morphisme
XV ×V V1 → XV qui est ni loalement libre de rang k, ainsi que du fait que k divise
2532, don est premier à n, on montre que le èhe du bas est injetive. On en déduit que
la èhe du haut est injetive. Or, d'après le lemme 4.2, t(W )|X est annulé par n. On en
déduit le résultat voulu. 
Notations 4.4. Soit X un S-shéma. Pour tout sous-shéma fermé z : Z ⊆ X on note
I(Z) le faiseau d'idéaux dénissant Z. Lorsque I(Z) est inversible on note I−1(Z) son
inverse. De plus, si p : S → X est un S-point de X , on note {p} l'image de p dans X ,
qui est sous-shéma fermé de X . Enn, si X est un S-shéma en groupes ommutatif, on
note Z + p l'image du morphisme
Z ×S S
z×p
−−−→ X ×S X
+
−−−→ X
où + désigne la loi de X . On vérie que Z + p est un sous-shéma fermé de X .
Lemme 4.5. Soit E un S-shéma en groupes semi-stable dont la bre générique Eη est
une ourbe elliptique, et soit E◦ la omposante neutre de E. On pose A = E et A′ = E◦,
alors les hypothèses du paragraphe 2.3 sont satisfaites, par auto-dualité de Eη.
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D'autre part, soit ∆ la diagonale de E×S E, et soit (q1, q2) ∈ E(S)
2
. On note P(q1, q2)
le Gm-torseur birigidié sur E ×S E déni par
P(q1, q2) = bir
(
I−1(∆ + (q1, q2))⊗ I(E × {q2})⊗ I({q1} ×E)
)
.
Alors la biextension W sur (E,E◦) satisfait : t(W ) = P(q1, q2)|E×SE◦.
Démonstration. D'après la théorie lassique des ourbes elliptiques, le bré de Poinaré
Pη = t(Wη) sur Eη ×K Eη s'érit
t(Wη) = I
−1(∆η)⊗ I(Eη × {0})⊗ I({0} × Eη)
où ∆η est la diagonale de Eη ×K Eη. De plus, nous avons l'égalité
P(q1, q2)η = bir
(
I−1(∆η + (q1, q2))⊗ I(Eη × {q2})⊗ I({q1} ×Eη)
)
= Pη .
Il en résulte que P(q1, q2) est un Gm-torseur birigidié sur E ×S E qui prolonge t(Wη).
D'autre part le fonteur
BIEXT(E,E◦;Gm) −→ TORSBIRIG(E,E
◦;Gm)
de la atégorie des biextensions de (E,E◦) par Gm dans la atégorie des Gm-torseurs
birigidiés sur E ×S E
◦
, est pleinement dèle (voir [SGA 7℄, exposé VIII, prop. 7.4, b)).
De plus, E◦ est à bres onnexes, et S est intègre normal, don (lo. it.) un objet Z
du seond membre appartient à l'image (essentielle) du fonteur si et seulement si Zη
provient d'une biextension de (Eη, Eη) par Gm.
Soit P(q1, q2)|E×SE◦ ∈ TORSBIRIG(E,E
◦;Gm) la restrition de P(q1, q2) à E ×S E
◦
.
D'après e qui préède, P(q1, q2)|E×SE◦ provient d'une biextension de (E,E
◦) par Gm,
laquelle prolonge Wη, don est égale à W en vertu de la proposition 2.6. Au nal, t(W )
est égal à P(q1, q2)|E×SE◦ en tant que Gm-torseur birigidié sur E ×S E
◦
. 
Démonstration du théorème 4.1. On suppose ii que Aη est une ourbe elliptique, et l'on
note A = E pour le onfort du leteur. D'après le lemme 4.3, on peut supposer que A′
est à bres onnexes. Par auto-dualité des ourbes elliptiques, la bre générique de A′ est
isomorphe à Eη. Or il existe (au plus) un unique prolongement de Eη en un S-shéma en
groupes semi-stable à bres onnexes. Par suite, A′ est isomorphe à la omposante neutre
E◦ de E. On retrouve la situation du lemme 4.5.
D'après le lemme 4.5, pour montrer le théorème 4.1, il sut de trouver (q1, q2) ∈ E(S)2
tel que la restrition de P(q1, q2) à E[n] ×S E[n] soit triviale. D'après le lemme 4.3, on
peut supposer que E(S)[6] est isomorphe à Eη(K)[6].
Supposons que la aratéristique de K soit première à 6. Alors Eη(K)[6] est isomorphe
à (Z/6Z)2. On peut don hoisir deux points q1 et q2 d'ordre 6 dans E(S) tels que q1− q2
soit d'ordre 6.
Montrons, en raisonnant bre par bre, que {q1}×E est disjoint de E[n]×S E[n]. Soit
x un point de S, de orps résiduel k(x) ; alors l'appliation de rédution E(S)→ E(k(x))
est injetive sur les points d'ordre premier à la aratéristique de k(x). Ainsi, q1 peut se
réduire selon les as en un point d'ordre 2, 3 ou 6. L'entier n étant premier à 6, on en
déduit que {q1} ne renontre pas E[n], d'où le résultat.
Un raisonnement analogue montre que ∆+(q1, q2) et E×{q2} sont égalements disjoints
du sous-shéma E[n] ×S E[n]. On en déduit aussit que la restrition de P(q1, q2) à
E[n]×S E[n] est triviale.
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Supposons que la aratéristique de K soit égale à 2. Alors Eη(K)[3] est isomorphe à
(Z/3Z)2. On peut don hoisir deux points q1 et q2 d'ordre 3 dans E(S) tels que q1 − q2
soit d'ordre 3. En outre, S étant intègre, les aratéristiques résiduelles des points de S
sont toutes égales à 2, don l'argument utilisé préédemment permet de montrer que la
restrition de P(q1, q2) à E[n]×S E[n] est triviale.
Enn, si la aratéristique de K est égale à 3, on eetue un raisonnement analogue en
onsidérant les points d'ordre 2. 
Remarque 4.6. Dans les hypothèses du paragraphe 2.3, A ou A′ est à bres onnexes. Si
l'on se ontente de supposer que les groupes de omposantes de A et A′ sont orthogonaux
sous l'aouplement de monodromie, alorsWη admet à nouveau un (unique) prolongement
en une biextension W de (A,A′) par Gm. Nous ignorons si le théorème 4.1 est enore vrai
dans e adre plus général. Signalons simplement que le lemme 4.5 ne se généralise pas si
l'on supprime l'hypothèse de onnexité.
4.3. Un exemple elliptique. Donnons un exemple d'appliation du théorème 1.1. Sup-
posons que K soit un orps de nombres, que S soit le spetre de l'anneau des entiers de
K, et que A = E soit le modèle de Néron sur S de la ourbe elliptique Eη := X0(11)
(notée A1(B) par Cremona [Cr℄) dénie sur K par l'équation
y2 + y = x3 − x2 − 10x− 20 .
Le disriminant de ette ourbe est −115, et E est un S-shéma en groupes semi-stable.
Dans le as présent, on onstate (voir [Ma72℄, p. 258) que E◦ ontient un sous-groupe
isomorphe à µ5/S . Soit à présent
ψ : E(S)→ Pic(µ5/S)
l'homomorphisme de lasses orrespondant à G = µ5/S ⊆ E
◦
et A′ = E. Le théorème 1.1
arme que ψ s'annule sur les points de torsion.
Du point de vue de la struture galoisienne, e résultat peut s'interpréter de la façon
suivante : à tout point p ∈ E(S)Tors nous avons assoié un (Z/5Z)S-torseur qui a une
struture galoisienne triviale. En fait, si p est d'ordre premier à 5, le torseur assoié est
lui-même trivial. Les exemples intéressants sont don fournis par des points p d'ordre une
puissane de 5 : on pourra prendre K = Q(Eη[5
n]) ave n ≥ 1 dans et exemple.
D'autre part, la proposition 3.7 permet de onstruire d'autres exemples de sous-groupes
de E◦, lesquels engendrent à leur tour d'autres torseurs.
4.4. Dualité. Nous allons donner une interprétation de notre résultat en termes de brés
en droites. Tout d'abord, on note Pic0r(Aη) le sous-groupe de Picr(Aη) onstitué par les
lasses des torseurs qui sont algébriquement équivalents à 0.
D'autre part, on note Pic0r(A) l'image réiproque de Pic
0
r(Aη) par le morphisme de
restrition à la bre générique R : Picr(A)→ Picr(Aη).
La théorie habituelle de la dualité pour les variétés abéliennes arme que l'appliation
Atη(K) −→ Pic
0
r(Aη)
(p : Spec(K)→ Atη) 7−→ (idAη × p)
∗(Pη)
(3)
est un isomorphisme de groupes.
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Nous allons voir que, sous ertaines hypothèses, la biextension W permet d'établir une
dualité du même type entre A et A′.
Proposition 4.7. Supposons que A soit à bres onnexes, et que A′ soit néronien (déf.
2.1). Alors l'appliation
A′(S) −→ Pic0r(A)
(p : S → A′) 7−→ D(p) = l1((idA × p)
∗(W ))
(4)
est un isomorphisme de groupes.
Démonstration. Rappelons que D = l1 ◦ γ (voir le paragraphe 2.3). D'après la remarque
2.7, les hypothèses que nous avons faites impliquent que l'appliation γ est un isomor-
phisme de groupes. D'autre part, le fonteur
L1 : EXT(A,Gm) −→ TORSRIG(A,Gm)
(où EXT(A,Gm) désigne la atégorie des extensions de A par Gm) est pleinement dèle
(voir [SGA 7℄, exposé VIII, prop. 7.4, a)). De plus, A est à bres onnexes, et S est intègre
normal, don (lo. it.) un objet Z du seond membre appartient à l'image (essentielle)
du fonteur L1 si et seulement si Zη provient d'une extension de Aη par Gm,K .
Considérons alors le diagramme ommutatif suivant
A′(S)
γ
−−−→ Ext1(A,Gm)
l1
−−−→ Picr(A)∥
∥∥

y

yR
Atη(K)
∼
−−−→ Ext1(Aη,Gm,K) −−−→ Picr(Aη)
dans lequel l1 est l'appliation induite par le fonteur L1, et R est l'appliation de restri-
tion à la bre générique. Alors, d'après e qui préède, l1 est injetive, et son image est
égale à l'image réiproque par R de l'image de l'appliation (3). Or ette image est égale
à Pic0r(Aη), d'où le résultat. 
En ombinant la proposition 4.7 et le théorème 4.1, nous obtenons le résultat suivant,
qui généralise le Theorem A de Pappas [P1℄ :
Corollaire 4.8. Supposons que A soit à bres onnexes, et que Aη soit une ourbe ellip-
tique. Soit m un entier premier à 6. Alors, pour tout L dans Pic0r(A)Tors, la restrition de
L à A[m] est triviale.
Remarque 4.9. En général, le shéma en groupes A[m] est quasi-ni et plat sur S, mais
n'est pas néessairement ni. Cependant, dans le as partiulier où S est le spetre d'un
anneau de Dedekind, le orollaire 4.8 admet enore une interprétation en termes de stru-
ture galoisienne de torseurs. Cei fait l'objet d'un travail en ours de préparation.
4.5. Appliation aux aratéristiques d'Euler. Comme l'a montré Pappas dans [P2℄,
l'homomorphisme ψ admet une interprétation en termes de aratéristiques d'Euler. Ainsi
deux problèmes de struture galoisienne, a priori distints, se retrouvent liés  la on-
nexion étant établie par le biais de la théorie des biextensions.
Plus préisément, dans les paragraphes 3.b et 3.c de [P2℄, l'auteur étudie les aratéris-
tiques d'Euler dans un adre général. Puis, sous l'hypothèse de bonne rédution, il établit
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un lien entre aratéristiques d'Euler et valeurs de l'homomorphisme ψ. Dans e adre,
son Theorem 6.4 (voir la setion 6 de [P2℄) déoule de l'annulation de l'homomorphisme ψ.
On vérie que les arguments de Pappas s'appliquent mutatis mutandis à notre situation.
On peut alors déduire du théorème 1.1 le résultat suivant, généralisant le Theorem 6.4 de
Pappas :
Corollaire 4.10. Soit S le spetre d'un anneau de Dedekind, et soit G un S-shéma en
groupes ommutatif, ni et plat.
Soit Y → S un modèle minimal, régulier et projetif d'une ourbe elliptique à rédution
semi-stable sur K, et soit X → Y un G-torseur. Alors
pgcd(12m, 27 32) · χPR(OX) = 0
où m est l'ordre de G, et où χPR désigne la aratéristique d'Euler projetive équivariante.
De plus, si m est premier à 6 et si R est prinipal, alors χPR(OX) = 0.
Pour une dénition de la aratéristique d'Euler projetive χPR, nous renvoyons le leteur
à l'artile de Pappas (voir [P2℄, paragraphes 2.b et 2.c).
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